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Одна из ключевых проблем в математическом моделировании динамики горных ледников заключает-
ся в корректном расчете накопления и перераспределения твердых осадков. Хотя эти процессы доста-
точно хорошо изучены, однако применяемые в настоящее время методы приложимы, главным обра-
зом, к краткосрочным прогнозам. В статье рассмотрен расчетный алгоритм описания переноса и 
накопления снега для последующего включения в модель поверхностного баланса массы горного лед-
ника для построения долгосрочных проекций эволюции горного оледенения. Алгоритм основан на 
решении уравнения адвекции-диффузии с полуэмпирическим описанием скорости переноса. В чис-
ленных экспериментах со схематически заданным рельефом поверхности исследованы некоторые 
ключевые особенности перераспределения снега. 
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Введение. Реалистичное описание ди-

намики горного ледника и надежный про-
гноз его эволюции методами математиче-
ского моделирования упирается в пробле-
му формализации снегонакопления на его 
поверхности, включая пространственные 
особенности выпадения твердых осадков и 
перераспределения уже выпавшего снега 
(лавинное питание и др.). Если расходная 
часть поверхностного баланса массы, аб-
ляция, включающая таяние и сублимацию, 
может быть в достаточной мере аккуратно 
оценена, опираясь на хорошо известные 
обстоятельства или понятно формализуе-
мые, исходя из общих физических зако-
нов, потоки массы и энергии, то расчет 
приходной части, аккумуляции, сопряжен 
со многими неопределенностями. Счита-
ется, что пространственная изменчивость 
зимнего баланса массы (часто отождеств-
ляемого с аккумуляцией, что, однако, не 
совсем верно в отношении ледников в 
южных широтах, где аккумуляция наблю-

дается и в летнее время) на порядок пре-
вышает ошибку при расчете таяния в се-
зон абляции [1]. Снегонакопление на по-
верхности ледника зависит от многочис-
ленных факторов, при этом их соотноше-
ние меняется от одного ледника к друго-
му. Наряду с атмосферными осадками в 
приходной части баланса массы большую 
роль играет метелевый перенос и лавинное 
питание. На северном склоне Большого 
Кавказа осадки составляют более полови-
ны в приходной части баланса массы, а 
метелевый перенос – от 10 до 42% [2]. 
Распределение твердых осадков над лед-
ником может значительно отличаться от 
суммы осадков на близлежащих метеоро-
логических станциях. Проблема расчета 
суммы осадков, по-видимому, не может 
быть решена средствами реанализа, так 
как расхождение в модельных и измерен-
ных данных может достигать 50% [3]. 
Собственно говоря, даже измерение сум-
мы осадков непосредственно на леднике 
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не гарантирует от ошибки. Систематиче-
ский̆ недоучет твердых осадков при изме-
рении осадкомером конструкции Третья-
кова составляет 30–60%, а дождемером – 
более 50% (соответствующие ссылки даны 
в работе [4]). Сопоставление измеренных 
сумм осадков на метеостанциях и толщина 
соответствующих слоев и сезонного снега 
в шурфах также свидетельствует о суще-
ственном расхождении в оценках выпав-
ших твердых осадков. Например, годовое 
количество осадков на метеостанциях 
Терскол и Местиа составляет около 
1000 мм, в то же время годовая аккумуля-
ция на леднике Джанкуат, который распо-
ложен приблизительно на одинаковом 
расстоянии от обеих метеостанций, дости-
гает 2800–2900 мм/год [5]. Аналогичная 
картина наблюдается на поверхности лед-
никового массива Эльбруса, который 
находится приблизительно в 20 км от ме-
теостанции Терскол. Так, на относительно 
пологом Западном плато средняя аккуму-
ляция в 1924–2009 гг., рассчитанная на 
основе интерпретации данных бурения 
снежно/фирновой/ледяной толщи, соста-
вила 1455 мм/год [6], то есть в практиче-
ски полтора раза больше, чем средняя го-
довая сумма осадков на метеостанции 
Терскол.  

Физические механизмы перераспреде-

ления снега в процессе выпадения осадков 

изучены достаточно хорошо и детально. В 

целом их можно формально свести к пере-

носу материала в двухфазной жидкости. 

Разумеется, этот процесс (точнее, набор 

процессов, включая сублимацию частиц 

снега) достаточно сложен. Существует 

немало математических моделей, описы-

вающих процессы метелевого переноса – 

ALPINE3D [7], SPONSOR [8], PIEKTUK-

 T, PIEKTUK-B, WINDBLAST, 

SNOWSTORM [9], SnowTran-3D [10], 

SMOOTH [11] и др. Практически все они в 

той или иной степени опираются на теоре-

тические положения, наиболее полно 

сформулированные в фундаментальной 

работе Дюнина [12]. Несмотря на то, что 

указанные модели хорошо описывают 

процесс формирования снежного покрова, 

они предназначены для относительно 

краткосрочных прогнозов. Если же задача 

стоит в построении эволюционной карти-

ны ледника (группы ледников) на дли-

тельный период, то указанные модели ед-

ва ли пригодны из-за того, что они требо-

вательны к детальной входной информа-

ции, которая, разумеется, в случае прогно-

стических расчетов не может быть предо-

ставлена. 
В настоящей работе рассмотрены не-

которые аспекты упрощенного подхода к 

расчету пространственного перераспреде-

ления снега, который призван в какой-то 

мере преодолеть зависимость более слож-

ных моделей к входной метеоинформации. 

Конечная цель исследования, которое не 

ограничивается рамками настоящей ста-

тьи, заключается в полноценном включе-

нии алгоритмов снегонакопления и снего-

переноса в модель поверхностного балан-

са массы горного ледника. В рамках 

упрощенного подхода реализована схема-

тическая имитация механизмов дефляции, 

переноса и аккумуляции снега в пределах 

ограниченной области. В работе использо-

ваны, главным образом, идеи, сформули-

рованные в [10, 11]. 

Постановка задачи. Если пренебречь 

теплообменом поверхностного слоя сне-

га/фирна/льда с нижележащими слоями 

ледника, то процессы, формирующие ба-

ланс массы на поверхности, вполне можно 

рассматривать для бесконечно тонкого 

слоя (скин-слоя). В этом случае толщина 

снега будет только характеристикой по-

верхности, обладающей определенным 

набором свойств (значением альбедо, вла-

гопоглощающей способностью и т.д.). Пе-

рераспределение снега можно описать 

уравнением [8]: 

 
𝜕𝜂

𝜕𝑡
=

1

𝜌𝑠𝑚
[

𝜕𝑄𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝑄𝑦

𝜕𝑦
+ 𝑆],            (1)  

 

где  – толщина подвижного слоя льда, sm 

– плотность подвижного снега, Qx и Qy – 

горизонтальные потоки снега по направ-

лениям x и y соответственно, S – сумма 



всех локальных источников/стоков (твер-

дые осадки, таяние, сублимация). В соот-

ветствии с [8] потоки Qx и Qy состоят из 

трех компонент F, D и G: 

 

𝑄𝑥 = 𝐹𝑥(𝑢∗, 𝑠𝑛𝑜𝑤, 𝑥) + 

+𝐷𝑥(𝜀{𝑢∗}, 𝑠𝑛𝑜𝑤, 𝑥)
𝜕ℎ

𝜕𝑥
+ 𝐺𝑥 (𝑠𝑛𝑜𝑤,

𝜕ℎ

𝜕𝑥
),  

𝑄𝑦 = 𝐹𝑦(𝑣∗, 𝑠𝑛𝑜𝑤, 𝑦) +                              

+𝐷𝑦(𝜀{𝑣∗}, 𝑠𝑛𝑜𝑤, 𝑦)
𝜕ℎ

𝜕𝑦
+ 𝐺𝑦 (𝑠𝑛𝑜𝑤,

𝜕ℎ

𝜕𝑦
),   2) 

 

где Fx и Fy – проекции на оси x и y скоро-

сти переноса снега. В настоящей работе в 

качестве полуэмпирического уравнения 

для Fx и Fy нами использовано уравнение, 

предложенное в [13]: 

 

|𝐹
→

| = 0,000077(𝑤10 − 5)3,          (3) 

                                    

где w10 – скорость ветра на высоте 10 м 

над поверхностью земли. Очевидно, что 

базовая идея [11] заключается в полуэм-

пирическом подходе к расчету переноса, 

что существенно упрощает реальную кар-

тину и позволяет избежать описания ряда 

трудноформализуемых процессов дефля-

ции, сальтации и др. Наряду с формулой 

(3) было получено несколько аналогичных 

полуэмпирических выражений (их по-

дробный обзор дан в [11]), однако все они 

содержат базовое допущение о пороговом 

значении скорости ветра, ниже которого 

переноса снега не происходит.  
Вторые члены в правой части уравне-

ний (2) описывают горизонтальную диф-

фузию и зависят от турбулентных компо-

нент скорости ветра и состояния снежного 

покрова, описываемого функцией snow, 

h=+s – высота заснеженной поверхности, 

s – высота «неподвижной» поверхности 

снега или поверхности земли. Третьи чле-

ны, Gx и Gy описывают смещение снега за 

счет гравитации. Поскольку нас интересу-

ет только перераспределение снега в поле 

ветра, осадки, сублимация, гравитацион-

ное смещение и турбулентная диффузия 

не рассматриваются. Таким образом, под-

становка (2) в (1) дает 

𝜕𝜂

𝜕𝑡
=

1

𝜌𝑠𝑚
[

𝜕𝐹𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝐹𝑦

𝜕𝑦
].              (4)  

                                            
Уравнение (4) решается численно ме-

тодом переменных направлений. 

 
 

Рис. 1. Схематическое представление элемента 

рельефа (высота, м) 



Схематическое задание рельефа и 

поля ветра. В настоящей работе исследу-

ются схематические случаи перераспреде-

ления снега в квадратной области разме-

ром 55 км с пространственным разреше-

нием 25 м, h=, sm=0,5 кгм
-3

. Рельеф за-

дается схематически. Рассматривается три 

конфигурации: 

1) Эксперимент 1: симметричная относи-

тельно центра области (x0=2,5 км, y0=2,5 

км) гора (рис. 1а) радиусом Rmax=1500 м и 

максимальной высотой smax=500 м, по-

верхность которой задается формулой: 

 

𝑠(𝑖, 𝑗) = 𝑠𝑚𝑎𝑥 {𝑐𝑜𝑠 [
𝑑

𝑅𝑚𝑎𝑥

𝜋

2
]}

2

, 𝑑 ≤ 𝑅𝑚𝑎𝑥  

𝑠(𝑖, 𝑗) = 0, 𝑑 > 𝑅𝑚𝑎𝑥,            (5) 

 

где 𝑑 = [(𝑥 − 𝑥0)2 + (𝑦 − 𝑦0)2]1 2⁄  –

расстояние от центра горы. 

2) Эксперимент 2: Аналогичная форма ре-

льефа, высота поверхности которой не 

ограничена нулевым уровнем при d>Rmax 

(рис 1б). 

3) Эксперимент 3: Симметричный относи-

тельно центра области (x0 = 2,5 км, y0 = 2,5 

км) эллипсовидный элемент рельефа (рис. 

1в), высота поверхности которого задается 

выражением (5), а радиус формулой 
   

𝑅𝑚𝑎𝑥 =
𝑎𝑏

(𝑎2𝑠𝑖𝑛2𝜑+𝑏2𝑐𝑜𝑠2𝜑)1/2,          (6) 

 

где a = 500 м, b = 2075 м – малая и боль-

шая и полуоси,  – угол между радиусом и 

большой полуосью (рис. 1в). 
В уравнении (3) задается только зо-

нальная составляющая скорости ветра w10 

= 10 мс
-1

. Трансформация поля ветра [10] 

рассчитывается, исходя из угла наклона 

поверхности в каждом узле простран-

ственной сетки 

 

𝛽 = arctan [(
𝜕ℎ

𝜕𝑥
) + (

𝜕ℎ

𝜕𝑦
)]

1 2⁄

,        (7)         

 

ее азимута 

𝜁 =
3𝜋

2
− arctan [(

𝜕ℎ

𝜕𝑦
) (

𝜕ℎ

𝜕𝑥
)⁄ ]          (8) 

                                  

и топографической кривизны 

    

𝛺𝑐 =
1

4
[

ℎ−0.5(ℎ𝑊+ℎ𝐸)

2𝜂
+

ℎ−0.5(ℎ𝑆+ℎ𝑁)

2𝜂
+

+
ℎ−0.5(ℎ𝑆𝑊+ℎ𝑁𝐸)

2√2𝜂
+

(ℎ𝑁𝑊+ℎ𝑆𝐸)

2√2𝜂
] ,

     (9) 

 
где hW, hE и т.д. – значения высоты по-

верхности в узлах пространственной сетки 

в восьми направлениях на расстоянии  от 

узла сетки, для которой производятся вы-

числения. По смыслу топографическая 

кривизна с – это осредненная разница 

между абсолютной высотой в ячейке и 

средней высотой в восьми попарно диа-

метрально расположенных ячейках.  

 

 

Рис. 2. Начальное поле толщины снега (м): 

эксперименты 1 и 2 (а), эксперимент 3 (б) 



Выбор  в общем случае зависит от харак-

тера рельефа и особенностей снегонакоп-

ления [10]. В настоящей работе =1. Про-

екция угла между нормалью к поверхно-

сти в узле сетки и направлением ветра 

определяется формулой 

 
Ω𝑠 = 𝛽cos (𝜗 − 𝜁),          (10) 

 
где направление вектора скорости ветра 

определяется как 

 

𝜃 =
3𝜋

2
− arctan (

𝜈

𝑢
),         (11) 

 
а u и v – проекции вектора скорости ветра 

на пространственные оси. с и s норми-

руются таким образом, чтобы их значения 

лежали в диапазоне от -0,5 до +0,5. В при-

земном слое скорость ветра wt рассчиты-

вается, как 𝑤𝑡 = 𝑊𝑤𝑤10, где  
 

𝑊𝑤 = 1 + 𝛾𝑠𝛺𝑠 + 𝛾𝑐𝛺𝑐,        (12) 

 

а веса c и s выбираются таким образом, 

чтобы их сумма равнялась единице. В 

настоящей работе c =s= 0,5. Изменение 

направления вектора скорости ветра опре-

деляется соотношением [14]: 

 
𝜃𝑡 = 𝜃 + 𝜃𝑑, где 

 
𝜃𝑑 = −0,5𝛺𝑠sin[2(𝜁 − 𝜃)].        (13) 

 

 
Рис. 3. Результаты эксперимента 1. Направление ветра (а), коэффициент Ww из (12) (б), толщина 

снежного покрова, м, по окончании эксперимента (в), разность толщины снежного покрова в конце и в 

начале эксперимента (г). Красным цветом на (а), белым цветом на (б) и черным цветом на (г) показаны 

изолинии высоты рельефа, м, красным цветом на (в) – изолинии начальной толщины снежного покро-

ва, м 



Численные эксперименты, их ре-

зультаты и обсуждение. Начальное поле 

толщины снежного покрова в эксперимен-

тах 1 и 2 (Э1 и Э2) показано на рис. 2а, в 

эксперименте 3 (Э3) – на рис. 2б. Дли-

тельность экспериментов составила 24 мо-

дельных часа.   

В Э1 и Э2 поле скорости ветра ожида-

емо трансформируется в окрестностях го-

ры таким образом (рис. 3а и 4а), что с 

наветренной стороны образуется область, 

где скорость более, чем на треть, выше 

первоначальной, а с подветренной на 20% 

ниже, и сам поток образует зону дивер-

генции с наветренной стороны и конвер-

генции с подветренной стороны (рис. 3б и 

4б). Картина перераспределения снега в 

Э1 и Э2 (рис. 3в и 4в) в целом похожа – 

происходит дефляция на наветренной сто-

роне и накопление на подветренной (рис. 

3г и 4г). Вследствие того, что в Э1 гора 

расположена на ровной плоскости, снег 

накапливается также на наветренной сто-

роне в узкой полосе перегиба поверхности 

(в полуокружности у основания горы) и 

сносится в аналогичной области (полу-

окружности) на подветренной (рис. 3в, г). 

В Э2 такого не происходит вследствие то-

го, что гора расположена в депрессии, пе-

реход от одного элемента рельефа к дру-

гому происходит постепенно и резкие из-

менения в поле скорости отсутствуют. 

Максимальный рост толщины снежно-

го покрова приходится на подветренную 

часть за вершиной в области конвергенции 

потоков, где она возрастает многократно. 
 

 

Рис. 4. Результаты эксперимента 2. Обозначения как на рис. 3 



Давно известно, что накопление снега на 

подветренных участках характерно для 

распределения снега в реальных условиях 

[10, 12, 13]. Отсутствие механизма верти-

кального перераспределения снега (Gx и Gy 

в ур. 2) приводит к нереалистичной тол-

щине снега на подветренной стороне у 

вершины горы. 

В Э3 схематический рельеф местности 

(рис. 1в) представляет собой эллипсои-

дальную гору, окруженную депрессиями и 

двумя симметрично расположенными от-

носительно центра области хребтами. Пе-

рераспределение снега в условиях более 

сложного рельефа подчиняется тем же за-

кономерностям, что и в случае рассмот-

ренного выше более простого. 

Аналогично происходит снижение 

скорости ветра на подветренных сторонах 

положительных элементов рельефа (гора, 

хребты) и усиление на наветренных, вели-

чина которых контролируется величиной 

множителя Ww (ур. 12), который, в свою 

очередь является функцией кривизны по-

верхности рельефа, ориентацией склонов 

по отношению к направлению вектора 

ветра. 

 

 

Рис. 5. Результаты эксперимента 3. Обозначения как на рис. 3 

 



Заключительные замечания. В рабо-

те рассмотрены вопросы применения от-

носительно простого подхода к расчету 

перераспределения снежного покрова для 

включения в математическую модель по-

верхностного баланса массы горного лед-

ника. Было показано, что применение по-

луэмпирического соотношения между 

скоростью ветра и массопереносом позво-

ляет упростить процедуру расчетов, и в то 

же время воспроизвести главные особен-

ности перераспределения снежного по-

крова в зависимости от формы подстила-

ющей поверхности. В дальнейшем пред-

стоит оценить чувствительность результа-

тов моделирования к значениям ключевых 

настраиваемых параметров , c и s в 

уравнениях (9) и (12). Для более реали-

стичного воспроизведения перераспреде-

ления снега необходимо будет ввести опи-

сание вертикального смещения (иными 

словами, параметризовать лавинное пита-

ние) и горизонтальной турбулентной диф-

фузии в уравнение (4), что предусмотрено 

в уравнении (2). Основная задача, которая 

предстоит в будущем – воспроизвести 

процесс перераспределения и аккумуля-

ции снега в реальных условиях. 
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One of the challenging problems in mathematical modeling of mountain glacier dynamics is correct calcula-

tion of snow accumulation and redistribution. Though these processes have been sufficiently well-studied, 

methods which are used now are mainly applicable to only short-term predictions. Considered in the paper, is 

a computational algorithm for description of snow transportation and accumulation for further incorporation 

in a surface mass balance model for construction of long-term projections of evolution of mountain glaciation. 

An algorithm is based on the solution of the advection-diffusion equation with semi-empirical description of 

snow transport velocity. Some basic features of snow redistribution are outlined in numerical experiments 

with schematically prescribed terrain. 

Keywords: mountain glacier, accumulation, snow cover, snow storm transportation, mathematical model 

 


