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В статье построены модель двухколес-

ного робота и алгоритмы его терминально-

го управления. Модель и алгоритмы управле-

ния верифицированы в среде Mathcad, а 

также на реальном оборудовании – колес-

ном роботе ArcBotics Sparki. Разработанные 

модели при незначительной доработке опи-

сывают, в том числе, и автономные гусе-

ничные платформы-носители измеритель-

ных средств  

 

Введение. Двухколесные двухколей-

ные роботы являются одним из подклас-

сов мобильных роботов и отличаются от 

других подклассов отсутствием рулей и 

рулевых приводов. Повороты данного 

типа роботов осуществляются изменени-

ем скоростей вращения левого и правого 

колеса. Обычно такие платформы снаб-

жаются третьей опорной точкой в виде 

шарика или маленького, свободно вра-

щающегося, колеса. Весьма близки к 

данному типу платформ гусеничные 

платформы, где повороты также обеспе-

чиваются разноскоростным вращением 

левой и правой гусениц. Области приме-

нения гусеничных платформ широко из-

вестны в военном деле в виде машин для 

разминирования или извлечения взрыв-

ных устройств. В последнее время наме-

тились и другие области использования 

подобных платформ. Одна из таких об-

ластей – носители измерительных при-

боров для использования при наземных, 

надводных и подводных измерениях. 

При этом, конечно, платформа должна 

принадлежать рассматриваемому классу. 

Примером задачи, где может применять-

ся такая своеобразная платформа – зада-

ча очистки поверхности воды над ядер-

ным реактором. После определенного 

срока его эксплуатации приходится уби-

рать накопившийся на поверхности му-

сор (листья, насекомых и т.п.), что во 

многих случаях (например, на Южно-

Украинской АЭС), осуществляется 

людьми. Наличие колес по обоим бортам 

позволяет использовать платформу в ви-

де катамарана и направлять мусор в 

промежуток между корпусами, где рас-

положена ловушка. Ламинарные потоки, 

образующиеся от медленного вращения 

колес, вносят минимальные возмущения 

поверхности воды. Как измерительные 

платформы, данные устройства могут 

применяться в вулканологии и других 

областях измерений, связанных с вред-

ными воздействиями. И, наконец, данная 

схема применяется в планетоходах. 

Математическая модель. Ниже 

приведен вывод уравнений движения 

колесной платформы при следующих 

предположениях: динамика приводов 

колес не учитывается; эффект проскаль-

зывания колес не учитывается. Похожая 

модель представлена Астапкови-

чем А. М., начальником СКБ Санкт-

Петербургского государственного уни-

верситета аэрокосмического приборо-

строения, в статье [1]. В этой интернет-

публикации, однако, имеется несоответ-

ствие кинематической схемы и получен-

ных уравнений, а также не приведен их 

полный вывод. 

Пусть 
21

, xx линейные перемеще-

ния выделенных точек первого и второго 

колеса робота; 
w

D диаметр первого и 

второго колеса; 
21

 ,  угловые скоро-

сти вращения первого и второго колеса. 

Проекция на ось абсцисс «х» пере-

мещающегося радиус-вектора 
c

R  равна 

сумме движений от вращения колес с 

угловыми скоростями 
21

 ,  . Как из-

вестно, скорость линейного перемеще-

ния выделенной точки колеса диаметром 

w
D  равно 

2

w
D

. Скорость перемеще-

ния, вызванная вращением двух колес, 

равна 









21
222

1
 ww

DD
. Множитель 

1/2 учитывает то, что вращение обоих 

колес с одинаковой скоростью   приво-

дит к движению робота со скоростью  . 



В случае же разных скоростей точка, на-

ходящаяся посередине оси, жестко со-

единяющей колеса, будет перемещаться 

со средней скоростью от сложения ско-

ростей 
1

  и 
2

 , т.е. с множителем 1/2. 

Проекции 
c

R  на оси «х», «у» равны со-

ответственно 

 
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
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D
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где   представляет собой угол траекто-

рии. Эти выражения являются скоростя-

ми линейных перемещений выделенных 

точек колес. Таким образом, первые два 

уравнения модели будут иметь в левых 

частях обозначения производных линей-

ных перемещений точек 
21

, xx , а правые 

части – приведенные выше выражения. 

Что касается третьего уравнения для 

угла   радиус-вектора 
0

R , то для его 

вывода получим предварительно неко-

торые результаты. Очевидно, что при 

разных скоростях колес траектория 

должна иметь вид окружности, радиус 

0
R  которой зависит от соотношения 

скоростей. Получим величину этого ра-

диуса. Пусть 
21

  . Из-за большей 

скорости первого колеса (левого) робот 

будет поворачивать вправо. При этом 

левое колесо описывает окружность ра-

диуса 
2

01

r
L

RR   и длиной 
1

2 R  за 

время T . За это же время правое колесо 

описывает окружность радиуса 

2
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r
L

RR   и длиной 
2

2 R . Линейная 

скорость выделенной точки первого ко-

леса равна 
1

2
w

D
. Путь, пройденный 

левым колесом за время T , равен 

11
2

2
RT

D
w   , а правым колесом – 

22
2

2
RT

D
w   . Получилась система 

двух линейных уравнений относительно 

двух неизвестных – T  и 
0

R . 

Решим эту систему. Для этого в обо-

их уравнениях оставим справа 
0

2 R  и 

вычтем первое уравнение из второго. 
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Получим: 
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Или: 
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Величину радиуса получим из второ-

го уравнения: 
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Последнее выражение используем 

для верификации модели робота. Для 

20
1
 , 10

2
 , 5,0

r
L  получаем 

75,05,05,1
0

R . 

Для вывода уравнения для угла   

следует учесть, что 
dt

d
, где 

T

2
  

– угловая скорость перемещения радиус-

вектора 
0

R  (имеется в виду  tsin  – 

синусоидальное поведение координаты 

при траектории в виде окружности).  

При этом T  – период, т.е. время (1), за 

которое робот описывает окружность 

вокруг некоторого центра. Таким обра-

зом, третье уравнение имеет вид: 
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Данное уравнение совпадает с треть-

им уравнением из интернет-публикации 

[1] с точностью до знака. Таким образом, 

кинематическая модель робота имеет 

вид: 
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При моделировании (4) с численны-

ми данными, приведенными выше, по-

лучен фактический радиус 75,0
0
R . 

При других численных данных верифи-

кация также успешна. 

Система (4) представляет собой аф-

финную систему с двумя управляющими 

воздействиями 
21

 , , векторно-матрич-

ная запись которой имеет вид: 

  uxBAx
dt

dx
 , (5) 

где A нулевая матрица, а компоненты 

матрицы  
ij

BB  , 3,2,1i , 2,1j  сле-

дующие: 
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В соответствии с обозначениями мо-

дели (5), векторы состояния и управле-

ния следующие: 
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Управление методом конечного со-

стояния (МКС). Данный метод [2] 

представляет собой метод для отыскания 

управлений в терминальных задачах для 

нелинейных систем различных типов 

(дифференциальных вида (5), с перемен-

ными во времени запаздываниями, дис-

кретных по времени и гибридных систем 

достаточно широкого класса). Применим 

МКС для приведения робота в заданное 

конечное состояние за заданное время. 

Критерий определим в виде квадратич-

ной функции с терминальной целью, оз-

начающей приведение вектора состоя-

ния к заданным значениям *

3

*

2

*

1
 ,, xxx : 
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Формулы МКС применительно к мо-

дели вида (5) имеют вид: 
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Для модели (5) получаем: 

  
0
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

d

txtxd
, 

следовательно, при начальных условиях 

    txtxttx ,,  получается, что 



    txtxtx ,, . Поскольку 0A  и 

0




x

A
, то при начальных условиях в 

виде единичной матрицы    ItxttW ,,  

получаем    ItxtW ,, . 

Тогда  
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Подставляя конкретные выражения 

из (6) и (7), получаем: 

 ,
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Потребуем, чтобы движение к задан-

ной точке, т.е. при 0* J , происходило 

по экспоненте с постоянной времени 
u

T . 

Тогда  

     
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J
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T

txJJ
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
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Ввиду громоздкости окончательного 

выражения для управления, выписывать 

его не будем, так как при моделировании 

и реализации управления его все равно 

придется формировать по частям, так, 

как записано выше. Поскольку МКС-

управление может оказаться нереали-

зуемым на конкретном типе робота из-за 

слишком большой величины, введем ог-

раничение на скорости: 
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Управление линеаризационным 

методом (ЛМ) А. Исидори в модифи-

кации Вэй Ву. Постановка задачи для 

применения этого метода [3, 4] имеет 

вид критерия стабилизации 

   *JtxJ   

с дифференциальными ограничениями: 

 
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  ),,[ xtxtt  , 

)1(dim  ),1(dim  runx . 

Для получения ЛМ-управления зада-

димся желаемым экспоненциальным по-

ведением критериальной функции вре-

мени     txJtJ   в виде дифференци-

ального уравнения, решением которого 

является экспонента, стремящаяся к зна-

чению *J  с постоянной времени T : 
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. (9) 

Вычислим производную целевой 

функции критерия (7) с учетом уравне-

ний (5): 
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Приравняем правые части (9) и (10) и 

выразим управление с помощью псевдо-

обращения: 

 
        

 

 
    

 
  

 

 

 
  

 

 

 
  . ,

   ,

, 

,

,,

,

,,,

1

*

*

*

txtB
x

xJ
G

GGGG

T

tJJ

txt
x

xJ

Gtu

T

tJJ
txt

x

xJ

tutxtB
x

xJ

T

tJJ
tutxtBtxt

x

xJ

TT































































 

Для двухколесного робота с моделью 

(5, 6), где    0,  txt , получаем: 

  
 







 
 

T

tJJ
Gtu

*

, (11) 

В данном случае G  полностью сов-

падает с G  для МКС-управления. В ЛМ 

матрица G  может оказаться тождест-

венно равной нулю, в результате чего 

нужно произвести преобразование Иси-

дори. Для двухколесного робота этого 

делать не надо, поскольку в данном слу-

чае 









2

1

G

G
G  не равно тождественно 

нулю. 

Таким образом, для двухколесного 

робота с моделью (5) МКС- и ЛМ-

управления полностью совпадают. 

Управление роботом ArcBotiks 

Sparki. Данный робот относится к клас-

су двухколесных двухколейных миниро-

ботов. Он обладает следующим набором 

датчиков: шестью инфракрасными дат-

чиками расстояния, ультразвуковым 

датчиком расстояния на управляемой 

поворачивающейся платформе, тремя 

световыми датчиками, трехосным маг-

нитометром, трехосным акселеромет-

ром, компасом. Достоинством робота 

является его доступность (продается в 

интернет-магазинах) и низкая стоимость 

(около $150). Имеющийся набор датчи-

ков позволяет решать различные задачи 

управления движением (по заданной 

траектории, отслеживание контрастной 

линии, движение за световым пятном, 

движение по лабиринту), а также изме-

рений (расстояний, напряженности маг-

нитного поля, ускорений).  Кроме этого, 

робот имеет вилочный захват и дисплей 

для отображения состояния датчиков и 

другой информации, формируемой 

управляющей программой. Программи-

рование робота производится на специ-

альной версии языка С++ посредством 

программной среды SparkiDuino. После 

отладки синтаксиса программы в 

SparkiDuino она передается на робот по 

USB-кабелю. 

Для верификации алгоритма управ-

ления, изложенного выше, было произ-

ведено моделирование в среде Mathcad, а 

также разработана рабочая программа в 

среде SparkiDuino и реализована на ре-

альном оборудовании. При этом при-

шлось учитывать специфику робота в 

части реализации управляющих воздей-

ствий и получения информации о теку-

щем положении робота. Ниже указанные 

особенности реализации описаны под-

робнее.  

Для робота ArcBotiks Sparki межцен-

тровое расстояние msmL
r

 085,0 5,8  , а 

диаметр колес msmD
w

 05,0 5  . 

Скорость вращения колеса задается 

параметром p3 функции 

sparki.motorRotate(p1,p2,p3), 

которая задает (в процентах) скорость 

вращения левого (p1=MOTOR_LEFT) 

или правого (p1=MOTOR_RIGHT) шаго-

вых электродвигателей. Поскольку соот-

ветствие между скоростями 
21

,  с 

размерностями 1][  c  и параметром p3 

в документации для робота не указано, 

были выполнены эксперименты. В ре-

зультате экспериментов установлено, 

что указанное соотношение отличается 

от линейного в области малых значений 

и может быть аппроксимировано поли-

номом четвертой степени вида  



 

.882,27508,151529,273

686,197721,03

432 





p
 

Экспериментально проверено, что 

параметр p3 не должен превышать зна-

чение 200 при полной зарядке аккумуля-

торов.  Параметр p2=DIR_CW означает 

направление вращения по часовой 

стрелке, а p2=DIR_CCW – против часо-

вой стрелки. Для движения вперед нуж-

но левому мотору назначать DIR_CCW, 

а правому – DIR_CW. При движении 

назад, что соответствует отрицательным 

значениям угловых скоростей, для лево-

го колеса задаем DIR_CW, а для правого 

колеса – DIR_CCW. Под воздействием 

функции sparki.motorRotate робот дви-

жется в течение времени t , задаваемым 

функцией delay(t), размещаемой в про-

грамме после sparki.motorRotate, где t  

задается в миллисекундах. Например, 

delay(1000) инициирует вращение колес 

в течение одной секунды. 

Для реализации управления (8) (оно 

же (11)) необходимы время 
f

t , текущее 

время t , текущие значения состояния 

     txtxtx
321

,, . Все эти величины робо-

том не измеряются.  

Предлагается для реализации управ-

ления использовать математическую мо-

дель (5), (6) следующим образом. 

1. После расчета 
21

,  по выраже-

ниям (10), (11) высчитываем скорость 

центра оси по формуле 
2

21





c
; 

при этом используется начальное время 

0t , а также начальная точка  0x , ко-

торую можно принять нулевой. 

2. Определяем для контроля вели-

чину фактического перемещения центра 

оси 
c

x  за заданное время ht   из со-

отношения: 

h
D

x w

cc 
2

 . 

3. Устанавливаем скорости враще-

ния левого и правого моторов, задавая 

им значения 
21

,  посредством функ-

ций 

sparki.motorRotate(MOTOR_LEFT, 

DIR_CCW, p3(1)) и 

sparki.motorRotate(MOTOR_RIGHT, 

DIR_CCW, p3(2)). 

4. Вращаем колеса робота в течение 

времени h  посредством функции 

delay(1000*h), задающей окончание 

времени вращения колес в миллисекун-

дах.  

5. Рассчитываем координаты ново-

го центра оси робота по уравнениям (6) 

по схеме Эйлера: 

 

    

 

    

 

 
    

.
2

,sin
2

,cos
2

21

3

3

32

2

31

1

r

w

cw

cw

L

ttD
htx

ttx

tx
D

htx

ttx

tx
D

htx

ttx




















 

6. Продвигаем время htt   и 

фиксируем в качестве новой начальной 

точки координаты нового центра оси 

робота. 

7. Управление роботом производим 

до тех пор, пока f
tt  . 

Разработаны Mathcad-модель и 

управляющая C++-программа для робо-

та, реализующие предложенный метод 

управления с критерием (7) для следую-

щих параметров робота и алгоритма 

управления: 
w

D =0,05; 
r

L =0,085; 
1

F =10; 

2
F =0; 

3
F =1; *

1
x =0,6 m; *

2
x =0,3 m; 

*

3
x =0,8 m; 

m
 =1,5 1с ; h =0,1 c; 

Tu=0,01 c; tf=40 c. 

Результаты Mathcad-моделирования 

приведены на рисунках 1 – 4, где пока-

заны графики зависимостей от времени 

управляемых координат ,
1

x  
3

x  и управ-

ляющих воздействий 
21

 ,  . 



 
Р и с.  1.  Зависимость от времени пути  

левого колеса  

 

 
 

Р и с.  2.  Зависимость от времени угла   

радиус-вектора  

 
Р и с.  3.  Зависимость от времени скорости 

левого колеса  
 

 
Р и с.  4.  Зависимость от времени скорости 

правого колеса  

Как видно из приведенных графиков, 

желаемые значения по первой и третьей 

координатам (рис. 1, 2) достигаются с 

достаточно хорошей точностью, особен-

но по углу радиуса-вектора (напомним, 

что вторая координата ввиду 0
2
F  яв-

ляется неуправляемой). При этом управ-

ления 
21

 ,   таковы, что в начальный 

момент времени 5,1
1


m

 , 

5,1
2


m

  (см. рис.3, 4), т.е. колеса 

вращаются в противоположные стороны 

с максимальной скоростью, поворачивая 

робот на угол 1 6,0  с , а далее уста-

навливаются скорости 5,1
21


m

  

до ct  12 . В оставшееся время скорости 

резко уменьшаются до нуля (рис. 3, 4).  

Натурный эксперимент подтвердил 

результаты моделирования с небольши-

ми отклонениями фактических значений 

от результатов моделирования (по поло-

жению – на 0,01 м, по углу – на 0,12 rad). 

Заключение. В результате прове-

денных исследований показана возмож-

ность применения современных методов 

управления для решения задач управле-

ния двухколесными платформами как на 

уровне математического моделирования, 

так и при их реализации на реальном 

оборудовании. 
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