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На основе метода спектрального анали-

за стационарных случайных процессов, 

предполагающего декомпозицию спектра и 

его аппроксимацию суммой элементарных 

спектров, предложена методика оптималь-

ного прогнозирования, моделирования слу-

чайных процессов, разработана альтерна-

тивная математическая модель случайных 

процессов, проведена их классификация, ана-

лиз периодически нестационарных случай-

ных процессов, решена проблема идентифи-

кации модели АРСС и построения АРСС-

прогноза. 

 

Спектральный анализ широко ис-

пользуется при исследовании случайных 

процессов (СП) в различных областях 

естествознания и техники, в социологии, 

физике, экономике, биологии и т.д. 

В большинстве случаев реальные СП 

являются результатом наложения (су-

перпозиции) множества независимых 

СП более простой структуры, их функ-

ции спектральной плотности полимо-

дальны (многовершинны). Это относится 

и к отдельным СП, и к СП на выходе 

сложных динамических систем. Так, 

спектр "отдельного" СП волнения может 

иметь несколько максимумов вследствие 

наложения различных волновых систем. 

Спектр качки как СП на выходе системы 

"корабль", с учетом теоремы А.Я. Хин-

чина, может быть полимодальным из-за 

многовершинности спектра волнения, 

действующего на корабль, или из-за оп-

ределенного соотношения частот макси-

мумов волнения и АЧХ корабля.  

Наложение составляющих компонент 

СП маскирует и искажает полезные за-

кономерности, что усложняет анализ та-

ких "составных" процессов как во вре-

менной, так и в частотной области. С 

другой стороны, вычленение таких со-

ставляющих в анализируемом процессе 

и учет структурных особенностей СП 

может существенно упростить задачи 

его анализа, например, прогнозирование 

СП, моделирование на ЭВМ, изменение 

характеристик СП "в нужную сторону" 

за счѐт варьирования параметров систе-

мы и т.д. 

В последующих рассуждениях огра-

ничимся достаточно широким классом 

стационарных однородных СП (при ис-

следовании реальных СП можно выде-

лить участки квазистационарности и 

квазиоднородности, на которых процесс 

можно считать эргодическим). Пусть 

случайный процесс x(t) имеет спектр 

S(ω), относительно которого с большой 

степенью общности можно предполо-

жить, что он – гладкая ограниченная 

строго положительная функция, стремя-

щаяся к нулю при   так, что еѐ ин-

теграл – дисперсия процесса – конечное 

число (D<∞). Тогда еѐ сколь угодно точ-

но можно аппроксимировать дробно-

рациональной функцией вида 

S(ω)=P(ω)/Q(ω) с конечными порядками 

полиномов P(ω) и Q(ω). В силу содержа-

тельных свойств спектральной плотно-

сти S(ω) на эту функцию накладываются 

ограничения [1]: порядок полинома чис-

лителя кратен 2; порядок полинома зна-

менателя кратен 4; порядок полинома 

числителя 2m в самом общем случае 

меньше порядка полинома знаменателя 

4n на 2: 2m=4n-2; знаменатель не имеет 

действительных корней; все коэффици-

енты полиномов действительны: 
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Корни полинома знаменателя – по-

парно сопряженные комплексные числа, 

и каждому корню соответствует корень 

противоположного знака, т.е. все корни 

симметричны относительно действи-

тельной и мнимой осей: 
kkkk i 1,

, 

nki kkkk ,1,3,2   . 



Для таких СП в работе [2] предложен 

метод анализа СП, предполагающий де-

композицию спектра и его аппроксима-

цию суммой элементарных спектров 

(условимся для краткости называть его 

"метод элементарных спектров"). Опе-

рация декомпозиции спектра заключа-

ется в следующем: пусть спектральная 

плотность S(ω) исследуемого СП x(t) 

имеет N максимумов Si max на частотах ωi. 

Такой полимодальный спектр с N мак-

симумами разбивается на N унимодаль-

ных элементарных спектров: 
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так, что каждая из функций Si(ω) имеет 

только один экстремум – максимум на 

частоте ωi, равный Simax. Пример деком-

позиции спектра показан на рис. 1.  

  

 

Р и с. 1. Пример декомпозиции спектра 

Из фрагмента некоторого полимодаль-
ного спектра S(ω), содержащего три 
максимума, выделены элементарные 
унимодальные спектры S1(ω), S2(ω), 
S3(ω). В общем случае такая процедура 
может быть проведена при любом числе 
экстремумов. Каждому элементарному 
спектру Si(ω) соответствует некоторый 
элементарный i-й СП xi(t), сумма кото-
рых дает искомый СП x(t). 

Аппроксимация спектра СП суммой 

элементарных спектров заключается в 

следующем. Каждый выделенный при 

декомпозиции (2) унимодальный спектр 

Sk(ω) предложено [2] аппроксимировать 

элементарным спектром – функцией 

вида  
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Такая функция имеет минимальные по-

рядки полиномов из всего класса функ-

ций, ограниченного условиями (1). Эта 

функция – элементарный спектр – вы-

брана в качестве единичного элемента 

аппроксимации. Показано [2], что эле-

ментарный спектр (3) есть удобная фор-

ма представления слагаемых в единст-

венно возможном разложении спектра 

(1). Удобство функции (3) заключается в 

том, что для встречающихся на практике 

спектров с небольшим (относительно 

максимального) значением на нулевой 

частоте такой элементарный спектр име-

ет максимум Smax k ≈1/ak на частоте 

kk cmax  (рис. 2), а параметр bk "регу-

лирует" ширину спектра (3).  

 
Р и с. 2. Элементарный спектр 

Для элементарного спектра Sk(ω) 
введена [2] мера ширины спектра  
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где Dk – дисперсия элементарного СП 
xk(t). Такое определение ширины спектра 
имеет следующий смысл: если предста-
вить элементарный спектр Sk(ω) в виде 
эквивалентного ему по площади прямо-
угольника с высотой Sk max, то εk будет 
его шириной.  

Показано, что εi также является и 
мерой регулярности (в стохастическом 
смысле) элементарного СП xk(t). Чем 
меньше εk (т.е. чем уже спектр), тем ме-
нее регулярен процесс xk(t), тем ближе 
случайный процесс xk(t) к нерегулярному 
(сингулярному, детерминированному) 
процессу – гармонике с частотой ωk. При 
εk→∞ спектр бесконечно расширяется, 
т.е. элементарный СП xk(t) стремится к 
белому шуму. Таким образом, εk являет-
ся, с одной стороны, количественной 
безразмерной характеристикой ширины 
элементарного спектра Sk(ω), а с другой 
– мерой регулярности элементарного СП 
xk(t) (и, как следствие, мерой эффектив-
ности линейного оптимального прогно-
за). 

0 

Sk(ω) 
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1/ak 

ωmaxk≈ck ω 

εk=π(ak/bk) 
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Более того, если спектр СП в общем 
случае полимодален и проведена его де-
композиция (2), то для исходного СП x(t) 
можно вывести меру его регулярности ε 
как некоторую функцию от совокупно-
сти мер составляющих εk.  

Для элементарного спектра (3) дис-

персия и ширина спектра равны: 
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Функция (3) – элементарный спектр 

– назван единичным элементом аппрок-

симаций, т.к. встречающиеся на практи-

ке сложные полимодальные спектры 

можно сколь угодно точно аппроксими-

ровать конечной суммой функций вида 

(3) и результирующая функция при этом 

будет удовлетворять требованиям (1). 

Более того, любые совокупности сумм и 

произведений функций вида (3) удовле-

творяют (1). 

Декомпозиции спектра S(ω) на эле-

ментарные спектры, или, иначе, аппрок-

симации спектра  S(ω) суммой элемен-

тарных спектров (3) 
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соответствует декомпозиция СП на эле-

ментарные случайные процессы 
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)()( , где каждый элементарный 

процесс xk(t) имеет элементарный спектр 

Sk(ω) и обладает дисперсией Dk (5). 

Практическая методика аппрок-
симации реального полимодального 
спектра S(ω) с помощью предложенного 
метода элементарных спектров [2] дос-
таточно проста. Определяются значения 
спектра {S(ωi)} в некотором существен-
ном для исследования множестве точек 

 Nii ,1,}{  (либо по  набору из-

мерений СП, либо по известным анали-
тическим формулам). Производится де-
композиция спектра на унимодальные 
функции (2). Каждый унимодальный 
спектр аппроксимируется элементарным 
спектром – функцией (3). Параметры ап-
проксимации k-го элементарного спек-

тра: ak=1/Sk max; ck=ω : Sk(ω)=Sk max; 
bk=π

2
/(akDk

2
). Тем самым при нахожде-

нии этих параметров мы избегаем реше-
ния практически плохо реализуемой за-
дачи многопараметрической оптимиза-
ции. 

Отметим, что выше предполагалась 

аппроксимация каждой унимодальной 

функции ("пика" спектра), выделенной 

при декомпозиции (2), одним элемен-

тарным спектром – функцией вида (3). В 

общем случае (например, при асиммет-

рии пика) его можно аппроксимировать 

суммой двух или более таких функций, 

одна из которых определяет основной 

максимум, а другие корректируют пове-

дение спектра в области более высоких 

или более низких частот. Вообще же 

суммой конечного числа элементарных 

спектров – функций вида (7) – можно 

сколь угодно точно аппроксимировать 

любой сложный гладкий (неразрывный) 

полимодальный спектр.  

Предложенный метод (декомпозиции 

и аппроксимации спектров СП с помо-

щью суммы элементарных спектров) и 

введенная мера регулярности СП (она же 

мера ширины спектра и мера эффектив-

ности линейного оптимального прогно-

за) весьма полезны [3, 4] для более глу-

боких исследований СП, а именно: 

1) построение классического опти-

мального прогноза; 

2) построение оптимального дис-

кретного прогноза с использованием мо-

дели АРСС, идентификация АРСС-

модели случайного процесса. 

3) построение альтернативной мате-

матической модели СП; 

4) классификация СП; 

5) моделирование СП; 

6) анализ периодически нестацио-

нарных СП. 

1. Построение оптимального (наи-

лучшего в среднеквадратическом) 

прогноза. Классический метод построе-

ния наилучшего в среднеквадратическом 

линейного оптимального прогноза осно-

ван на следующем. Если прогнозируе-

мый случайный процесс x(t) имеет спек-

тральную  плотность 

S(ω)=P(ω)/Q(ω)=|H(iω)/F(iω)|
2
, то его 

можно рассматривать как результат про-

хождения белого шума v(t) с единичной 

спектральной плотностью через систему 



c передаточной функцией (формирую-

щий фильтр) W(s)=H(s)/F(s). Такая сис-

тема описывается стохастическим диф-

ференциальным  уравнением 

)()()( tGvtAt   , где элементы матриц 

А и G определяются [1] через коэффици-

енты полиномов W(s), а, следовательно, 

через коэффициенты полиномов спектра 

S(ω). Наилучший в среднеквадратиче-

ском линейный оптимальный прогноз в 

момент времени t на время τ вперед есть 

решение однородного дифференциаль-

ного   уравнения 

  tQtQAQ ),()( , то есть 

)()(ˆ tet A    . С учѐтом разложения 

матричного экспоненциала e
At

 по форму-

ле Сильвестра оптимальный прогноз 

)(ˆ  t  содержит сумму экспоненци-

ально затухающих гармоник с частотами 

ωj и показателями затухания ρj, равными  

соответственно мнимой и вещественной 

частям собственных чисел матрицы А. 

Основные проблемы, возникающие при 

применении такого метода: практически 

плохо реализуемая задача многопара-

метрической оптимизации при опреде-

лении параметров аппроксимации спек-

тра СП дробно-рациональной функцией 

вида S(ω)=P(ω)/Q(ω); плохо численно 

реализуемая задача нахождения собст-

венных чисел матрицы А для реальных 

СП в сложных системах.  

Обе проблемы решаются с помощью 

предложенного метода элементарных 

спектров. Если проведена аппроксима-

ция спектра суммой элементарных спек-

тров (6), ей соответствует декомпозиция 

самого случайного процесса x(t) на неза-

висимые элементарные случайные про-

цессы xk(t). В оптимальном прогнозе ка-

ждое слагаемое-гармоника соответствует 

своему элементарному спектру Sk(ω) и  

элементарному СП xk(t). Доказано [4], 

что наилучший прогноз по каждому не-

зависимому элементарному случайному 

процессу xk(t) содержит гармонику с час-

тотой ωk=ck и показателем затухания 

kkk ba / , а прогноз исходного про-

цесса x(t) есть сумма прогнозов незави-

симых элементарных случайных процес-

сов и содержит все такие гармоники, т.е. 

гармоники с частотами ck и показателя-

ми затухания 
kk ba / , определяемыми 

параметрами аппроксимации (6) 

nkcba kkk ,1,,,   спектра S(ω). 

Тем самым косвенно решена задача 

нахождения собственных чисел матрицы 

А: показано [4], что они равны 

nkicbai kkkkkkk ,1,/1,   . Так-

же отметим, что показатель затухания 

каждой k-й гармоники с точностью до 

множителя π совпадает с введѐнной ме-

рой (5) ширины спектра εk, она же мера 

регулярности процесса.  

Остаются 2 проблемы в практиче-

ском применении этого метода. Первая – 

в каждый момент построения прогноза 

нужно оценивать вектор состояния χ(t), 

включающий, кроме значения процесса, 

его (n-1) производную, что приводит к 

необходимости предварять экстраполя-

тор фильтром Калмана. Вторая проблема 

– в практических задачах требуется 

спрогнозировать СП с определенными 

ограничениями на неточность прогноза 

процесса (и, если надо, его производ-

ных). При этом можно использовать две 

характеристики: доверительный интер-

вал прогноза и максимальное время дос-

товерного прогноза. Здесь подразумева-

ется, что для прогнозируемого процесса 

x(t) допустима максимальная ошибка 

прогноза Δxmax с некоторой высокой ве-

роятностью "непревышения" этой ошиб-

ки P=1-ε . Тогда доверительный интер-

вал прогноза )(ˆ tx , т.е. тот интервал, в 

который (с доверительной вероятностью 

P) "попадет" значение процесса )( tx : 

 ),(ˆ)(ˆ);,(ˆ)(ˆ PxtxPxtx   . Ус-

ловимся ),(ˆ Px   называть доверитель-

ной ошибкой прогноза. Еѐ знание равно-

сильно знанию доверительного интерва-

ла для любого времени прогноза τ. Вто-

рая характеристика – τmax – максималь-

ное время достоверного прогноза, т.е. то 

время прогноза, за которое ),(ˆ Px   не 

превысит  Δxmax:  

}),(ˆ{max max
0

max xPx 





. Зная τmax, 

можно не оценивать доверительный ин-

тервал прогноза, а просто строить про-

гноз на время вплоть до τmax, и на этом 

интервале времени ошибка прогноза с 

вероятностью P не превысит максималь-

но допустимой Δxmax. В предположении 

о нормальном законе распределения 



процесса x(t) с вероятностью P=1-ε до-

верительная ошибка прогноза на время τ 

вперед )(),(ˆ 2/  uPx  , где uε/2 - кван-

тиль уровня (1-ε/2) стандартного нор-

мального распределения; σ(τ) 1 – с.к.о. 

ошибки прогноза. Доверительный ин-

тервал  прогноза  

 )()(ˆ),()(ˆ 2/2/   utxutx  , 

а максимальное время прогноза 

})({max max2/
0

max xu 


 


. Для оп-

ределения доверительного интервала и 

максимального времени прогноза требу-

ется только знание дисперсии ошибки 

прогноза σ
2
(τ) как функции времени про-

гноза, которая определяется сложными 

процедурами, связанными с перемноже-

нием матричных экспонент и матрицы 

ковариаций. Последняя находится ин-

тегрированием матричного уравнения 

Дункана.  

Все эти проблемы решаются благо-

даря  идентификации и использованию 

АРСС-модели СП, как будет описано 

ниже. 

2. Построение оптимального дис-

кретного прогноза с использованием 

модели авторегрессии–скользящего 

среднего, идентификация АРСС-

модели случайного процесса. Выше 

использовалась наиболее общая модель 

стационарного случайного процесса в 

непрерывной области – в виде стохасти-

ческого дифференциального уравнения, 

и для этой модели построен наилучший 

в среднеквадратическом оптимальный 

прогноз. В дискретной области аналогом 

этой модели является [5] наиболее общее 

представление дискретного стационар-

ного случайного процесса в виде модели 

авторегрессии–скользящего среднего 

(АРСС(p,q)): 

Φ(B)x[n] = θ(B)v[n] ,             (7) 

где B – оператор сдвига назад (например, 

B
m
x[n]=x[n-m]),  


P

j

j

jBB
1

1)(  – 

оператор авторегрессии порядка p (он 

предполагается стационарным, т.е. его 

корни лежат вне единичного круга), 

 


q

j

j

j BB
1
θ1)θ(  – оператор скользя-

щего среднего порядка q (этот оператор 

предполагается обратимым, т.е. его кор-

ни – тоже вне единичного круга); v[k] – 

входная последовательность – значения 

случайного процесса типа белого шума 

v(t) в моменты времени t=k·Δt ; x[k] – 

выходная последовательность (времен-

ной ряд) – значения исследуемого ста-

ционарного центрированного случайно-

го процесса x(t) в моменты времени 

t=k·Δt. Представление (7) позволяет вы-

разить значение процесса как конечную 

линейную совокупность предыдущих 

значений процесса, текущего и преды-

дущих значений случайного входа сис-

темы: 

x[n]=Ф1x[n-1]+...+ Фpx[n-p]+ 

+v[n]- θ1v[n-1]-...- θqv[n-q].    (8) 

Прогноз  значения  процесса  

],[ˆ))((ˆ knxkntx  , вычисляемого в мо-

мент времени t=n·Δt  на время τ=k·Δt 

вперед, 





q

j

j

p

j

j jknvjknxknx
01

][][],[ˆ  . 

Согласно результатам теории прогнози-

рования, полученным Колмогоровым и 

Винером, прогноз с минимальной сред-

неквадратической ошибкой (т.е. наи-

лучший в среднеквадратическом) для 

упреждения τ=k·Δt есть условное мате-

матическое ожидание En{x[n+k]}.  Тогда 

прогноз  на  один  шаг  вперед 

 ]1[...][]1,[ˆ 1 pnxnxnx p

]1[...][1 qnvnv q   . Простота этой 

схемы делает весьма удобной и простой 

общую методику прогноза на k шагов 

вперед как рекуррентное повторение од-

ношаговых прогнозов, получаемых один 

из другого. Для изучения природы про-

гнозов АРСС-модели возможно записать 

их в других формах (неприемлемых в 

смысле практического применения): то-

гда видно, что в общем случае АРСС-

прогноз включает полиномы, синусы, 

косинусы, экспоненты и произведения 

этих функций в различных сочетаниях. 
Модель АРСС является дискретным 

аналогом общей модели процесса в виде 
стохастического дифференциального 
уравнения, а АРСС-прогноз – дискрет-
ный аналог наилучшего в среднеквадра-
тическом прогноза (эта аналогия будет 
установлена ниже). При соответствую-
щем выборе шага дискретизации по вре-
мени прогнозы этих двух моделей сов-
падают в моменты квантования. Вместе 
с тем АРСС-прогноз не требует оценки 
вектора состояния, содержащего произ-



водные процесса, и чрезвычайно прост в 
вычислительном отношении, что делает 
его особенно привлекательным для ис-
пользования на практике.  

Основная проблема, ограничиваю-

щая применение этого метода – необхо-

димость идентификации модели АРСС, 

т.е. операторов АР и СС. При этом тре-

буется определить, во-первых, порядки 

операторов, и, во-вторых, их коэффици-

енты. Методы, предлагаемые для иден-

тификации порядков АРСС-модели, да-

же в наиболее глубоких работах, напри-

мер [5], требуют участия человека и в 

общем случае не автоматизируются. На-

пример, предлагается анализировать по-

ведение автокорреляционной функции 

(АКФ) и частной АКФ процесса и их 

близость к сумме затухающих экспонент 

и синусоид, хотя признается неодно-

значность такого анализа по выбороч-

ным автокорреляциям. Оценки АР-

модели находятся решением уравнений 

Юла-Уолкера; оценки СС-модели – ре-

шением системы нелинейных уравнений, 

а оценки максимального правдоподобия 

для смешанной АРСС-модели – гро-

моздкими итеративными операциями с 

ковариационными и информационными 

матрицами, причем рекомендуется иден-

тифицировать, подвергать диагностиче-

ской проверке и тестировать одновре-

менно несколько пробных вариантов 

модели и выбирать из них наиболее под-

ходящую. Байесовские оценки АРСС-

модели также не позволяют однозначно 

идентифицировать ее. Один из наиболее 

серьезных подходов к идентификации 

порядков АРСС-модели основан на ис-

пользовании информационного критерия 

Акаике (ИКА), согласно которому поря-

док модели определяется посредством 

минимизации теоретико-информацион-

ной функции 

 )(2)ˆln(),( qpNqpИКА pq   , где 

pq̂ – оценка дисперсии белого шума на 

входе принятой АРСС(p,q)-модели. Од-

нако Кашьяп считает ИКА статистиче-

ски несостоятельным. Что же касается 

соотношения порядков АРСС-модели, 

принято считать (например, [6]), что 

"чаще всего p=q, хотя какие-либо веские 

причины, обосновывающие такое допу-

щение, отсутствуют". Ниже будет строго 

доказано, что для широкого класса слу-

чайных процессов p=q+1. 

Рассмотрим проблему идентифика-

ции АРСС-модели с помощью спектра 

процесса. Предположим, что спектр ап-

проксимирован дробно-рациональной 

функцией вида (1) с порядками полино-

ма числителя 2M и знаменателя 2N. На-

пример, эта аппроксимация может быть 

получена посредством декомпозиции (2) 

оценки спектра и использованием эле-

ментарных аппроксимирующих функций 

(3). Повторимся: тогда сам случайный 

процесс x(t) можно рассматривать как 

результат прохождения белого шума v(t) 

с единичной спектральной плотностью и 

интенсивностью 2π через систему (фор-

мирующий фильтр) с передаточной 

функцией       )(/)()( sFsHsW  

 



N

j

j

j

M

j

j

j sfsh
00

/ ,  где полиномы числи-

теля и знаменателя получаются фактори-

зацией соответствующих полиномов 

спектра S(ω)=P(ω)/Q(ω). Уравнение сис-

темы в изображениях по Лапласу 

x(s)=W(s)v(s). 

Перейдем к эквивалентной дискрет-

ной модели. Такой переход обусловлен 

дискретностью обработки информации в 

ЭВМ: процессы измеряются с шагом 

дискретизации по времени Δt и все алго-

ритмы обработки и прогнозирования ос-

нованы на дискретных наборах измере-

ний x[k]=x(kΔt), k – целое. Воспользуем-

ся результатами теории дискретных (им-

пульсных и цифровых) систем. Предста-

вим исходный непрерывный фильтр, 

описываемый в изображениях по Лапла-

су передаточной функцией W(s), в виде 

эквивалентного дискретного фильтра. 

Идеальные ключи (квантователи) на 

входе и выходе фильтра К1 и К2, син-

хронно замыкающиеся с постоянным пе-

риодом Δt (будем далее обозначать его 

Т=Δt), "вырезают" из соответствующего 

процесса его значения в моменты t=nT. 

Для этой схемы вход и выход в изобра-

жениях по Лапласу связаны уравнением 

x
*
(s)=W

*
(s)v

*
(s), или, переходя к пере-

менной z=e
sT

 , x
*
(z)=W

*
(z)v

*
(z), где ис-

пользуется Z-преобразование как фор-

мальное преобразование Лапласа L с по-

следующей заменой e
sT

=z. Импульсная 

передаточная функция (ИПФ) формаль-



но определяется через непрерывную пе-

редаточную функцию (НПФ) исходной 

системы выражением 

 


Г

rsT
dr

e

rW

i
zW

)(

*

1

)(

2

1
)(


. Контур ин-

тегрирования Г представляет собой ли-

нию от c-i∞ до c+i∞ (где c – абсцисса 

абсолютной сходимости) и полуокруж-

ность бесконечно большого радиуса, ох-

ватывающую левую или правую полу-

плоскости. Из двух групп полюсов по-

дынтегрального выражения при вычис-

лении контурного интеграла охватим 

полюсы W(s), т.е. корни полинома зна-

менателя: NjsFs
jssj ,1,0)(:}{ 

. Это 

возможно, т.к. степень знаменателя W(s) 

выше степени числителя и, следователь-

но, интеграл вдоль бесконечной полуок-

ружности равен нулю. Пользуясь теоре-

мой  о  вычетах,  имеем 

)(
1

**

1

1

)(

)(
Res)()(

srT

N

j
s

sT

esF

sH
zWeW

j


 
  . 

С учетом свойств спектра S(ω) корни 

{sj} простые, тогда, опуская промежу-

точные выкладки, W
*
(z) можно предста-

вить 





 zesF

sH
zW

jTs

N

j j
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        (9) 

(условимся, что полученная функция по-

делена на коэффициент при младшей 

степени знаменателя, т.е. d0=1). Показа-

но [4], что в любом случае, и если полю-

са простые, и если среди них есть крат-

ные, ИПФ представляется отношением 

двух полиномов по z
-1

 , как в (9), причем 

коэффициенты этих полиномов одно-

значно определяются конечным числом 

операций над коэффициентами исходной 

НПФ W(s), порядок полинома знамена-

теля ИПФ (9) равен порядку знаменателя 

НПФ W(s), а порядок числителя на 1 

меньше. 

Подставив (9) в уравнение, связы-

вающее вход и выход эквивалентной 

импульсной (дискретной) системы, по-

лучаем x
*
(z)D(z

-1
)=v

*
(z)E(z

-1
), или 

d0x
*
(z)+d1x

*
(z)/z+...+dNx

*
(z)/z

N
=e0v

*
(z)+ 

+e1v
*
(z)/z+...+eN-1v

*
(z)/z

N-1
. Применяя к 

этой формуле обратное Z-преобразова-

ние, учитывая условие d0=1 и восполь-

зовавшись теоремой сдвига (гласящей, в 

частности, что если Z{ x
*
[n]}=x

*
(z), то 

Z{x
*
[n-k]}=x

*
(z)/z

k
), получаем с точно-

стью до начальных условий 

x[n]= - d1x[n-1]- ... - dNx[n-N]+e0v[n]+ 

 +e1v[n-1]+ ... + eN-1v[n-N+1].         (10) 

Требование нулевых начальных ус-

ловий несущественно, т.к. можно счи-

тать, что начальный момент выбран дос-

таточно далеко и реакция (устойчивой) 

системы на ненулевые начальные усло-

вия в текущий момент времени равна 

нулю. Теперь видно, что конечно-

разностное уравнение (10), описываю-

щее поведение системы с ИПФ (9), с 

точностью до обозначений совпадает с 

уравнением АРСС(p,q)-модели (8). По-

вторим его, для общности введя нееди-

ничный коэффициент при v[n]: 

x[n] = Ф1x[n-1]+...+Фpx[n-p]+ 

               +θ0v[n]-θ1v[n-1]-...-θqv[n-q]. 

Тогда порядок p оператора АР общей 

модели АРСС равен порядку полинома 

знаменателя ИПФ W
*
(z), т.е. порядку 

знаменателя НПФ W(s), т.е. половине 

порядка знаменателя спектра S(ω), а по-

рядок q оператора СС на единицу мень-

ше: p=N; q=N-1. Коэффициенты опера-

тора АР Φ(B) с точностью до знака рав-

ны коэффициентам полинома знамена-

теля D(z
-1

) ИПФ W
*
(z): Njd jj ,1;  ,  

а коэффициенты оператора СС θ(B) с 

точностью до знака равны коэффициен-

там полинома числителя E(z
-1

) ИПФ 

W
*
(z): 1,1;,00  Njee jj . Коэф-

фициенты же полиномов ИПФ W
*
(z) од-

нозначно (9) определяются коэффициен-

тами полиномов НПФ W(s), а, следова-

тельно, коэффициентами полиномов 

спектральной плотности S(ω). 

Вообще, оказывается, что вся теория 

АРСС-процессов с точностью до обозна-

чения оператора сдвига назад (z
-1

=e
-sT

 

или B) может быть описана с помощью 

классической теории дискретных систем, 

и методы последней применимы к ис-

следованиям АРСС-моделей. 

Установление этой общности позво-

ляет сформулировать два полезных ут-

верждения, доказанных вышеприведен-

ными выкладками: 

во-первых, если спектр некоторого 



стационарного случайного процесса ап-

проксимирован дробно-рациональной 

функцией с порядком полинома знаме-

нателя 2N, то этому процессу соответст-

вует единственная АРСС-модель с опе-

ратором АР порядка p=N и оператором 

СС порядка q=N-1;  

во-вторых, коэффициенты АРСС-

модели однозначно и просто определя-

ются [4] полиномами числителя и зна-

менателя формирующего фильтра W(s), 

которые, в свою очередь, определяются 

факторизацией полиномов спектра про-

цесса S(ω). 

Приведенные выше рассуждения по-

зволяют сделать и еще более общий вы-

вод: даже если спектр процесса неизвес-

тен, но можно предположить, что он 

гладкий (и, следовательно, его можно 

аппроксимировать дробно-рациональной 

функцией), то в описывающей этот про-

цесс АРСС-модели порядок оператора 

АР на 1 больше порядка оператора СС. 

Отметим, что класс процессов, для кото-

рого справедливо последнее утвержде-

ние, весьма широк, т.к. любую гладкую 

ограниченную функцию (спектральной 

плотности) можно сколь угодно точно 

аппроксимировать отношением двух по-

линомов конечных порядков. 

Таким образом, знание спектра про-

цесса в виде дробно-рациональной 

функции позволяет однозначно иденти-

фицировать АРСС-модель, и именно еѐ 

целесообразно использовать для реше-

ния практических задач оптимального 

прогнозирования стационарных СП. 

Замечание 1. АРСС-модель опреде-

лена из уравнения дискретной системы 

x
*
(s)=W

*
(s)v

*
(s), а последнее получено Z-

преобразованием уравнения непрерыв-

ной системы x(s)=W(s)v(s). На входе 

НПФ W(s) по определению белый шум с 

единичной спектральной плотностью и 

интенсивностью 2π; значит, на входе 

ИПФ – тот же белый шум, но квантован-

ный с шагом Т. Отсюда следует, что 

дисперсия случайной последовательно-

сти на входе ИПФ σv
2
=2π/T и для по-

строения дисперсии ошибки прогноза на 

k шагов вперѐд σ
2
[k] как функции време-

ни не требуется оценивать σv
2
 из наблю-

денных временных рядов. Это сущест-

венно упрощает определение довери-

тельного  интервала  

 ][],[ˆ];[],[ˆ 2/2/ kuknxkuknx     и 

максимального времени достоверного 

прогноза 

 max2/
0

maxmaxmax ][max; xkukktk
k




 
, 

где kmax – максимальное число шагов 

достоверного прогноза – дискретный 

аналог τmax , а uε/2 и Δxmax – те же, что и в 

предыдущем пункте.  

Замечание 2. Отметим, что и для это-

го метода построения прогноза в оче-

редной раз может оказаться весьма 

удобным метод элементарных спектров. 

Предположим, что спектр прогнозируе-

мого процесса подвергнут декомпозиции 

(1) и затем аппроксимирован суммой Ns 

функций вида (3) с параметрами 

sjjj Njcba ,1,),,(  . Кроме того, что эти 

функции сами по себе удобны при ап-

проксимации, они существенно упро-

щают расчетную часть прогноза. В сде-

ланных предположениях полином зна-

менателя F(s) непрерывного фильтра 

W(s) имеет порядок N=2Ns и имеет вид 

))())((()( ПП
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j
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j

j
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j
j

N

j

ic
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a
sic

b

a
sbsF

ss




, и тогда сразу известны нули этого по-

линома, т.е. полюсы НПФ W(s): 

sjjjjj Njicbas ,1,/2,12 
, в которых 

вычисляются вычеты, образующие ИПФ 

W
*
( e

sT
)). Очевидно, что если спектр про-

цесса аппроксимирован суммой Ns 

функций вида (3), то АРСС-модель этого 

процесса имеет порядки (2Ns, 2Ns–1). 

Теперь, когда проблема идентифика-

ции АРСС-модели решена, можно пред-

ложить использовать в качестве основ-

ного метода экстраполяции не классиче-

ский (наилучший в среднеквадратиче-

ском)  прогноз,  а его дискретный аналог 

– АРСС-прогноз, отличающийся  про-

стотой, удобством реализации и не тре-

бующий оценки производных процесса. 

3. Альтернативная математиче-

ская модель СП в виде множества 

взвешенных комплексно-сопряжѐн-

ных полюсов формирующего фильтра. 

С учѐтом декомпозиции спектра (2) и его 

аппроксимации суммой элементарных 

спектров (6) построены [4] две альтерна-

тивные математические модели СП. 

Первая представлена в виде множества 

},1},,{{ nkDG kk  ,    где  



Ωk={ωk1,ωk2,ωk3,ωk4} – четверка полюсов 

k-го  элементарного  спектра 

(
kkkkk baic /31   ;

kkkkk baic /42   ), Dk – дисперсия 

соответствующего элементарного про-

цесса xk(t), ak, bk, ck – параметры элемен-

тарного спектра. Пара Gk={Ωk ,Dk} одно-

значно  определяет  спектр Sk(ω) процес-

са xk(t), т.е. его  математическую модель, 

а  совокупность  таких  пар 

},1},,{{ nkDG kk   однозначно опре-

деляет исходный спектр (1), (6), т.е. ма-

тематическую модель случайного про-

цесса x(t). В зависимости от величины 

дисперсии Dk из всех полюсов спектра  

Ω можно выделить существенные чет-

верки полюсов Ωc  (с большими Dk), а из 

множества G – подмножество сущест-

венных пар },1},,{{ NjDG jjc  , та-

ких,  что 

}\{,, ckkcjjkj GGGDGGDDD  . 

Условимся называть эти четверки полю-

сов существенными полюсами спектра. 

Они существенны в том смысле, что, во-

первых, дисперсия (энергия) соот-

ветствующих этим полюсам элементар-

ных процессов велика по сравнению с 

остальными, и, во-вторых, соответст-

вующие им элементарные спектры яв-

ляются доминирующими (иначе можно 

представить, что при изображении по-

люсов на комплексной плоскости каждая 

четверка полюсов Ωk имеет "вес" Dk и 

существенные полюса – наиболее "весо-

мые"). 

Перейдем ко второй – основной аль-

тернативной математической модели. 

Случайный процесс x(t) с дробно-

рациональным спектром (1), (6) можно 

рассматривать как результат прохожде-

ния белого шума v(t) через систему 

(формирующий фильтр) с передаточной 

функцией W(s)=H(s)/F(s). Полиномы 

W(s) получаются факторизацией поли-

номов S(ω). С учетом разложения (6) и 

вида полюсов спектра S(ω) полюса W(s) 

есть совокупность выделенных из четве-

рок полюсов Ωk спектра пар полюсов, 

лежащих в верхней полуплоскости, и 

повернутых относительно начала коор-

динат на 90° против часовой стрелки. 

Обозначим все полюса W(s) через Λ: то-

гда },1,{ nkk   состоит из ком-

плексно-сопряженных пар полюсов 

 kkkkkkkkk icbaicba  /;/},{ 21  , 

лежащих в левой полуплоскости (каждая 

такая пара Λk соответствует своему эле-

ментарному спектру Sk(ω) и процессу 

xk(t) с дисперсией Dk). Если образовать 

пары Ek={Λk , Dk}, то каждая такая пара 

Ek определяет модель элементарного 

процесса xk(t), а все множество таких пар 

},1,{ nkEE k   однозначно определяет 

модель исходного процесса x(t) и его 

спектр. 

Из всего множества Λ выделим мно-

жество существенных пар полюсов Λс, 

каждый элемент которого Λj соответст-

вует своей существенной четверке по-

люсов 
cj   спектра S(ω) и каждому 

cj   соответствует своя дисперсия 

Dj. Тогда пары Ej={Λj, Dj}, образуют 

множество существенных пар 

cjjjc NjDE  ,},1},,{{ , такое, 

что 
kj DD  , 

cjj EED  , 

}\{ ckk EEED  . Именно расположе-

ние существенных пар полюсов  опреде-

ляет структурные особенности случай-

ного процесса и его спектра, влияющие 

на эффективность прогнозирования. 

Такая альтернативная математиче-

ская модель СП в совокупности с выде-

лением существенных полюсов спектра 

и формирующего фильтра оказались по-

лезны для анализа и классификации СП. 

4. Классификация случайных про-
цессов. Проведена [4] классификация 
СП, основанная на взаимосвязи особен-
ностей в структурах процессов и их 
спектров, их составляющих, с располо-
жением полюсов формирующего фильт-
ра. Уточним характер этой взаимосвязи. 
Пусть процесс x(t) требуется спрогнози-
ровать так, чтобы ошибка прогноза с ве-
роятностью P=1-ε не превышала Δxmax. 
Но процесс x(t) есть сумма элементар-

ных процессов: 



n

k

k txtx
1

)()( , тогда и 

прогноз 



n

k

k txtx
1

)(ˆ)(ˆ  . С вероятно-

стью P ошибка прогноза k-го элементар-
ного процесса на время τ вперед 

)(2/  kk ux   (где uε/2 – квантиль уров-



ня (1-ε/2) стандартного нормального 
распределения, а σk(τ) – с.к.о. ошибки 
прогноза k-го процесса). Тогда (с веро-
ятностью P) ошибка прогноза процесса 
x(t)  на  время  τ  вперед 





n

k

kux
1

2/ )()(  
, а максимальное 

время достоверного прогноза процесса 
x(t), т.е. то время, за которое с вероятно-
стью P=1-ε ошибка прогноза не превы-
сит максимально допустимую Δxmax , 
равно 

})({max max

1

2/
0

max xu
n

k

k  



 


. Ка-

ждая σk(τ) есть монотонно возрастающая 

функция с пределом (при  ), рав-

ным с.к.о. процесса. Тогда τmax зависит 

от того, насколько быстро 


n

k

ku
1

2/ )(
 

достигнет уровня Δxmax, т.е. от скорости 
возрастания суммы с.к.о. ошибок про-
гноза элементарных процессов. Понятно, 
что чем больше ширина εk элементарно-
го спектра Sk(ω), тем менее регулярен (в 
стохастическом смысле) элементарный 
случайный процесс xk(t), тем больше 
σk(τ) (при фиксированном τ). Напомним: 
εk – мера и ширины спектра Sk(ω), и ре-
гулярности СП xk(t), и эффективности 
оптимального прогноза. Учитывая вклад 
меры εk  каждого элементарного процес-
са, можно записать, что максимальное 
время достоверного прогноза τmax (при 
фиксированных P и Δxmax) есть функция 

от набора мер },1,{ nkk  . Но мера εk 

элементарного k-го процесса xk(t) в точ-
ности равна расстоянию между соответ-
ствующей парой полюсов Λk и мнимой 
осью. Тогда τmax искомого процесса x(t) 
определяется удаленностью его полюсов 
Λ от мнимой оси, а с учетом существен-
ности полюсов (отражающей энергети-
ческий вклад каждого элементарного 
процесса) время τmax определяется уда-
ленностью существенных полюсов Λс от 
мнимой оси. Можно было бы вывести 
аналитическую функцию зависимости 
σk(τ) от меры εk для k-го элементарного 
процесса и с еѐ помощью получить в 
общем виде выражение для τmax как 
функции мер ε1, ε2 ,..., εn , но это потребо-
вало бы громоздких выкладок и не име-
ло бы практической ценности, поскольку 
в вышеприведѐнном методе идентифи-

кации АРСС-модели проблема опреде-
ления τmax решена. Здесь же достаточно 
установления характера связи τmax и Λс. 

Кроме ограничений, накладываемых 

на ошибку прогноза, в практических за-

дачах экстраполяции требуется, чтобы 

τmax не было меньше некоторого τmin (ми-

нимально необходимого времени про-

гноза). Пусть для некоторого конкретно-

го случайного процесса с математиче-

ской моделью },1},,{{ nkDkk   мы 

вольны удалять существенные полюса 

cj   от мнимой оси или приближать 

к ней. На комплексной плоскости S 

можно выбрать такую полосу εкр<S<0 , 

что τmax ≥ τmin, если все существенные по-

люса Λс модели процесса находятся в 

этой полосе, т.е. удалены от мнимой оси 

не больше, чем на εкр. Тогда соответст-

вующие им доминирующие случайные 

процессы будут в достаточной мере син-

гулярны, доминирующие пики спектра 

достаточно узки (ширина εк каждого та-

кого пика не больше εкр), а максимальное 

время достоверного прогноза достаточно 

велико – больше τmin . 

Характерные особенности в структу-

рах спектров и СП с точки зрения их 

прогнозирования позволили выделить в 

СП четыре класса, отличающиеся вза-

имным расположением экстремумов и 

ширины элементарных спектров, полу-

чающихся в результате декомпозиции 

(6), или, иначе, расположением сущест-

венных полюсов формирующего фильт-

ра. Особенности расположения сущест-

венных полюсов Λс на комплексной 

плоскости для разных классов процессов 

наглядно представлены на рис. 3. 
Если соответствующая процессу x(t) 

передаточная функция формирующего 
фильтра W(s) имеет одну существенную 

пару полюсов  kkkk icba  / , нахо-

дящуюся в полосе εкр<S<0, то процесс 
x(t) – I класса, близкий к гармонике с 
частотой ck, а спектр процесса имеет 
один доминирующий пик, достаточно 
узкий (в том смысле, что τmax>τmin). Этот 
класс имеет узкие унимодальные спек-
тры, а СП характеризуются постоянст-
вом периода колебаний, медленно ме-
няющимися амплитудами и отсутствием 
вторичных экстремумов. Прогнозирова-
ние на время τmax>τmin возможно. 



 

 

Р и с. 3. Расположение существенных полю-
сов передаточной функции формирующего 

фильтра для процессов разных классов 

Если за пределами полосы εкр<S<0 

есть хотя бы одна существенная пара 

полюсов, то процесс x(t) – II класса, с 

ярко выраженными случайными свойст-

вами (в смысле τmax<τmin). У этого класса 

число максимумов спектра произвольно, 

по крайней мере один пик спектра ши-

рокий, а СП носят ярко выраженный 

случайный характер: они имеют непо-

стоянный период колебаний, вторичные 

экстремумы и скачки изменений ампли-

туды. Прогнозирование на время 

τmax>τmin невозможно. 

Моделированием СП первых двух 

классов выявлены спонтанно появляю-

щиеся пакеты (или группы пакетов) ко-

лебаний, когда амплитуда колебаний 

плавно нарастает и убывает. Эти два 

класса названы процессами с несистема-

тической пакетной структурой. 

Если W(s) имеет две существенные 

пары полюсов  kkkk icba  / , 

 1111 /   kkkk icba , лежащих в по-

лосе εкр<S<0, и мнимые части этих пар 

близки друг к другу, то процесс x(t) - III 

класса, с систематической пакетной 

структурой; он близок к процессу бие-

ний с частотой несущей (ck+ck+1)/2 и час-

тотой огибающей (ck+1-ck)/2. Спектры та-

ких процессов имеют два доминирую-

щих пика ("сгустка энергии"), хорошо 

разнесенных между собой, но на близких 

частотах. Этот класс СП объединяет 

процессы с систематической пакетной 

структурой, в них группы (пакеты) коле-

баний повторяются со вполне опреде-

ленной периодичностью (имеется в виду 

периодическая нестационарность СП, 

типичный пример которой – групповое 

волнение и пакетная качка судна, когда 

амплитуды колебаний плавно нарастают 

до максимального значения и затем убы-

вают с некоторой периодичностью). 

Сформулированы [4] условия относи-

тельно расположения существенных по-

люсов формирующего фильтра на ком-

плексной плоскости, при которых СП 

относится к 3 классу (они приведены в 6 

пункте). Прогнозирование на время 

τmax>τmin возможно. Для таких процессов 

в дополнение к классическому опти-

мальному прогнозу возможно строить 

долгосрочный прогноз огибающей паке-

тов колебаний.  
И, наконец, если W(s) имеет две или 

более пары существенных полюсов 

  Nkicba kkkc ,1,/  , лежащие в 

полосе εкр<S<0, то процесс – IV класса, 
близкий к сумме гармоник с частотами 

},1,{ Nkck  , а спектр на этих частотах 

имеет узкие доминирующие пики. Этот 
класс включает в себя процессы, являю-
щиеся результатом наложения конечного 
числа сингулярных – почти гармониче-
ских – процессов, таких, как процессы 1 
класса, но, в отличие от III класса, доми-
нирующих гармоник не обязательно две 
и они не близки по частотам, т.е. в про-
цессе невозможно выделить периодиче-
ски повторяющиеся структуры, напоми-
нающие пакеты. Процессы этого класса 
не напоминают гармонические колеба-
ния, не имеют пакетную структуру и, 
вместе с тем, не являются процессами с 
ярко выраженными случайными свойст-
вами, хотя внешне напоминают их, т.к. 
могут иметь вторичные экстремумы, 
скачки амплитуды и непостоянные ин-
тервалы времени между пересечениями 
уровня нуля. Прогнозирование на время 
τmax>τmin  возможно. 
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С учетом полученных результатов 

разработана [4] идеология системы про-

гноза, адаптивной к классу (т.е. к струк-

турным особенностям) процесса, к скач-

кообразным изменениям характеристик 

процесса, вызванным внешними воздей-

ствиями или изменениями в режиме 

функционирования системы, и к плав-

ным изменениям характеристик, обу-

словленным "слабой" стационарностью 

СП. Система основана на АРСС-

прогнозе.  

Такой подход использован, в частно-

сти, для анализа процессов простого и 

смешанного волнения и вызванной им 

качки корабля. Выявлены закономерно-

сти в формировании структуры спектров 

и процессов качки в зависимости от 

структур спектра волнения и квадрата 

АЧХ корабля. Подтверждена достовер-

ность классификации СП с помощью ма-

тематического моделирования на ЭВМ. 

5. Моделирование СП. Аппрокси-

мация спектра случайного процесса 

суммой элементарных спектров весьма 

удобна для моделирования этих процес-

сов на ЭВМ. Повторимся ещѐ раз: ста-

ционарный случайный процесс ψ(t) с ра-

циональной спектральной плотностью 

S(ω) можно рассматривать как результат 

прохождения белого шума с единичной 

спектральной плотностью через устой-

чивую стационарную линейную систему 

с  передаточной  функцией 

W(s)=H(s)/F(s). Полиномы формирую-

щего фильтра W(s) получаются фактори-

зацией полиномов S(ω). Такая система 

описывается линейным стохастическим 

дифференциальным  уравнением 


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k

k

k

n

k

k

k Vhf
0

)(

0

)( , где V(t) – входной 

сигнал формирующего фильтра – белый 

шум с единичной спектральной плотно-

стью и интенсивностью 2π. Параметры 

формирующего фильтра выражаются че-

рез параметры аппроксимирующих эле-

ментарных спектров ai, bi, ci. Подавая на 

вход формирующего фильтра белый 

шум, получаем реализации интересую-

щего нас случайного процесса. 

На практике такой подход, например, 

использовался для исследования качки 

корабля при различных параметрах дви-

жения и условиях волнения, (ветрового 

зыби, смешанного). С использованием 

теоремы А.Я. Хинчина спектральная 

плотность качки определялась произве-

дением квадрата модуля АЧХ корабля на 

спектральную плотность волнения. С 

учетом скорости движения корабля и 

курсового угла анализ осуществлен в 

области кажущихся частот для сохране-

ния реальных частотно-временных соот-

ношений процессов качки. Аппрок-

симировав с помощью элементарных 

спектров квадрат АЧХ корабля, спектр 

волнения, и, окончательно, спектр качки 

корабля, можно, во-первых, задаваясь 

различными условиями простого и сме-

шанного волнения и параметрами дви-

жения корабля, строить и анализировать 

спектры качки корабля на выбранном 

волнении, и, во-вторых, для каждого по-

лученного спектра качки строить фор-

мирующий фильтр и моделировать на 

ЭВМ динамику корабля. 

6. Анализ периодически нестацио-

нарных СП. На основании проведенной 

классификации и анализа результатов 

моделирования СП выделен подкласс и 

проведен анализ периодически неста-

ционарных СП, в т.ч. СП с пакетной 

структурой. В рамках разбиения случай-

ных процессов на 4 класса можно оха-

рактеризовать первые два класса как 

процессы с несистематическими пакет-

ными свойствами, а третий класс – как 

процессы с систематическими пакетны-

ми свойствами, или с систематической 

пакетной структурой. Сформулированы 

условия, основанные на расположении 

существенных полюсов формирующего 

фильтра, при выполнении которых про-

цесс обладает периодической нестацио-

нарностью. Случайный процесс 

 


N

i i txtx
1

)()(  будет иметь групповой 

характер, если из всех NiSi ,1),(  , 

можно выделить два таких Sk(ω), Sk+1(ω),  

что выполняется: 

а) эти элементарные спектры и соот-

ветствующие им элементарные случай-

ные процессы обладают энергией одного 

порядка: Dk ~ Dk+1;     

б) их "энергонасыщенность" больше, 

чем у остальных элементарных случай-

ных процессов: Dk , Dk+1 » Di , i=1,..., k-1, 

k+2,..., N; 

 



в) эти два спектра достаточно узки 

(т.е. соответствующие им элементарные 

случайные процессы xk(t), xk+1(t) в неко-

торой степени сингулярны): εk , εk+1 < ε0 , 

где ε0 – некоторая условная критическая 

степень регулярности случайного про-

цесса; 

г) частоты, соответствующие макси-

мумам этих спектров, ωk и ωk+1 удовле-

творяют условию ωk+ωk+1=2m(ωk+1 – ωk), 

где m>3 – некоторое (не обязательно це-

лое) число, характеризующее количество 

колебаний в пакете (группе); 

д) в интервале между частотами мак-

симумов ωк , ωк+1 доминирующих пиков 

спектра S(ω) должна быть некоторая об-

ласть частот [ω1, ω2], где спектр весьма 

мал по сравнению с пиками, т.е. 

],[),()(),()( 211   kk SSSS , 

ωk<ω1<ω2<ωk+1. Иначе говоря, домини-

рующие пики спектра, кроме близости 

по частотам, должны быть хорошо раз-

делены, так, чтобы между ними спектр 

был близок к нулю. Если они разделены 

"плохо", то минимальное значение ам-

плитуды в пакетах не очень сильно от-

личается от максимального, и пакетная 

структура менее ярко выражена. Если же 

они хорошо разделены, структура про-

цесса становится строго пакетной. 

Проведен [4] асимптотический ана-

лиз бимодальных спектров и установле-

на общность случайных процессов с па-

кетными свойствами и детерминирован-

ных процессов биений, получены оценки 

средних частотно-временных характе-

ристик таких СП. 

На практике разработанные методы 

оказались полезны [7, 8] для построения 

систем безопасности плавания морских 

судов, разработки экспертных систем 

анализа процессов взаимодействия ветра 

и волнения, контроля и прогноза пара-

метров морского волнения и вызванной 

им качки судна, оценки параметров мор-

ского волнения по измерениям качки 

судна, выбора оптимального курса и 

скорости судна для исключения его оп-

рокидывания или слеминга.  

В целом разработанные методы 
применимы для анализа и прогнозиро-

вания случайных процессов в природе, 

технике  и социуме. Использование этих 

методов   при   исследовании  случайных  

процессов на выходе сложных систем с 

варьируемыми параметрами позволяет 

добиваться требуемых характеристик 

процессов.  
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